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Die Behandlung des Vielteilchenproblems in der Quantenchemie
mit Hilfe der Gaussschen Integraltransformation

Von L. Horacker

Anorganisch-Chemisches Institut der Universitdat Gottingen

und H. Preuss

Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 513—519 [1961] ; eingegangen am 3. Februar 1961)

Die Losung der Scurépincer-Gleichung wird als Integraltransformierte einer Funktion f aufgefaflt
und die Moglichkeiten zu deren Bestimmung ndher untersucht. Im Falle der Gauss-Transformation
ist die Raumintegration iiber den Hamirton-Operator, die bei den bisherigen Verfahren auf grofite
Schwierigkeiten sto8t, immer durchfithrbar und liefert explizit angebbare Ausdriicke. f kann wie-
derum aus dem Variationsprinzip oder aber aus einer Integralgleichung erhalten werden. Die in
diesem Formalismus an Stelle des HamiLron-Operators tretende Funktion ist fiir beliebige Anzahlen
von Elektronen und Atomkernen geschlossen angebbar. Sie ist dariiber hinaus in ihrem ganzen

Definitionsbereich stetig und beschrinkt.

Die Moglichkeiten, die sich daraus besonders fiir die

Quantenchemie ergeben, werden diskutiert. Die Untersuchungen sollen in einer weiteren Arbeit

fortgesetzt werden.

Das zentrale Problem der Quantenchemie ist die
Losung der nichtrelativistischen ScHRGDINGER-Glei-
chung fir n Elektronen (i,k=1,...,n) im Felde
von N Atomkernen, welche die Ladungen Z; (7, u
=1,...,N) tragen:

(H-& ¥=0. (1)

Der spinfreie n-Elektronen-HamiLton-Operator H
hat, in atomaren Einheiten geschrieben, die Form

n N-1 N Z. Z
H= ZH(1)+Z Z Z Z ;—z-l’ (2)
s B R S L B = =y i Rl V7
N o,
wobei H(G) = -3 4; Z—r—', (2a)
i=1 'H

wenn die Abstande zwischen zwei Elektronen 7 und j
mit 7;; und der Abstand des i-ten Elektrons zum
Kern 4 mit r1; bezeichnet werden. R;, ist der Kern-
abstand 4 — u.

Eine zur ScuropiNGER-Gleichung dquivalente For-
mulierung des Problems verlangt das Verschwinden

der ersten Variation der Energie nach ¥

se—s TIHIDy g (3)

&P

Eigenfunktionen i’k zum Eigenwert &, die aus (1)
oder (3) folgen, sind orthogonal und konnen nor-
miert angenommen werden.

(87| Pr)=85. (4)

Bei der Losung des Eigenwertproblems ist man stets
auf Niaherungslosungen angewiesen, die man am
besten nach (3) erhalt.

Die Eigenfunktion Q’A., welche das Vielteilchen-
system in der betrachteten Néherung (keine Spin —
Bahn-Wechselwirkung) vollkommen beschreibt, baut
sich dann aus Losungen von (1) und Spinfunktionen
auf und ist nach der Forderung des PauLr-Prinzips
antisymmetrisch in den Raum- und Spinkoordinaten
qx = (14, 0;) aller Elektronen

T Vi@ ) = — Pi(@r-..00).  (5)
T;; bedeutet einen Vertauschungsoperator fiir die
Ort- und Spinkoordinaten der Elektronen i und j;
1; und 0; sind die Ort- und Spinkoordinaten des i-ten
Elektrons.

Die allgemeinste Form von i’k ist dann
Pi= D W@ e,, (6)

wobei die P als spinlose Eigenfunktionen von (1)
mit bestimmter Symmetrie zum Eigenwert & geho-
ren und die ®, einen Satz unabhingiger Spinfunk-
tionen bedeuten, welche Eigenfunktionen zu den
n-Teilchen-Spinoperatoren S? und S, sind 1. Die O«
selbst besitzen Symmetrien gegeniiber Permutatio-

1 P. O. Lowpin, Nature of the Valence Bond Functions, Tech-
nical note, July 31, 1957, University Uppsala. — M. Korant
und Mitarb. Table of Molecular Integrals, Maruzen, Tokyo
1955, S.2—28.
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nen P,, der Teilchenkoordinaten von solcher Art,
daf} die Antisymmetrie des gesamten Ausdrucks fiir

V). gewahrleistet ist.

Im einzelnen liBt sich zeigen!. daB die P aus

einer Funktion ¢, (1;...1,) nach
PP = Qugy (7)

erhalten werden konnen. Der Operator £, stellt sich
allgemein als eine bestimmte Linearkombination der

P, dar:
-Qa= Z 61’ma?;1 P}‘n e (8)

Der Index v in P, bedeutet, dall die Permution
im r-Raum auszufiihren ist, wobei dp,, +1(—1) ist,
je nachdem ob P, eine gerade (ungerade) Anzahl
von Vertauschungen 7" enthalt.

Die Energie ergibt sich mit (6) zu
iAaﬂfW,:@}l v dr

i 9
N A [T &

Ek= il
«p

wenn Aqs das Uberlappungsintegral der linearunab-
héngigen O, aus (6) bedeutet. Wegen (7) geht (9)
in die Form tiber

ZAaﬂfQ: Qﬂw,‘c?{(pkdr
B

G By (1
Zbdmﬁf‘go_:’_ Qp p prdr

wenn Q" der adjungierte Operator von {2 bedeutet.

Eine der Hauptschwierigkeiten bei der Anwen-
dung des Variationsverfahrens (3) stellt die grofe
Zahl der notwendigen Integrationen im Energieaus-
druck (9), (10) dar, wobei die Integrationen iiber
die 1/r;;-Glieder den groBten Aufwand erfordern
und fiir N >2 in den meisten Fallen iiberhaupt nicht
mehr durchfithrbar sind. Dies ist auch einer der
wesentlichsten Griinde, weshalb quantenmechanische
Untersuchungen an grofleren Molekeln bisher nur
mit betrdchtlichen Vernachlassigungen durchgefiihrt
werden konnten.

Im folgenden sollen nun die Moglichkeiten unter-
sucht werden, wie weit die genannten Schwierigkei-
ten verringert werden konnen, wenn die Raumanteile
der Eigenfunktionen als Integraltransformierte auf-
gefafit werden. Die vorliegende Arbeit beabsichtigt
daher eine allgemeine Untersuchung, auf welche
Weise Integraltransformationen in die Methoden
der Quantenchemie eingefiihrt werden konnen und
welcher Nutzen daraus gezogen werden kann.
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Bisher ist nur die LapLace-Transformation bei der
Behandlung von Einteilchensystemen gebraucht wor-
den, die auch nur ein Zentrum enthielten 2.

Es wird sich zeigen, daf} gerade beim Vielteilchen-
problem die Einfiihrung von Integraltransformatio-
nen eine Reihe interessanter Aspekte liefert. Spezielle
Transformationen bieten dariiber hinaus grofle Vor-
teile, die darin bestehen, dal man statt des Hamir-
ton-Operators mit einer im ganzen Konfigurations-
raum stetigen und endlichen Funktion operieren
kann. Benutzt man die Gausssche Integraltransfor-
mation, so laft sich diese Funktion sogar explizit
angeben.

Im Gegensatz zu den konventionellen Verfahren
bringt hier die Mehrzentrigkeit im Prinzip keinerlei
zusatzliche Integrationsschwierigkeiten mit sich.

1. Einfithrung von Integraltransformationen

Als Integraltransformation sei hier eine eindeutige
Abbildung des Funktionsraumes F(ry...1,) auf
einen anderen f(X;...Z,) der Art

F(rl---rn):ff(zl---xn) (11)
“K{(Bys oo Tnl By ves Tp) dfys sadly

verstanden. Identifiziert man F mit i’k in (6) und
schreibt das Variationsproblem (3) als Variation
der Energie nach f(1), so erhilt man

J/T @ K* @0 H) f() K@, 1) drdy de

[ @ K*@r f() K(x, 1) drdy de

=0,

(12)
wenn fiir die Koordinaten ..., und 1y...T, ab-
gekiirzt T und v (entsprechend df und dr) geschrie-
ben wird. Die Integration tber r kann vor der
Variation durchgefiihrt werden und ergibt

6fff*(g) Hi|y) f@) dedy

Sl salr) i) drar e

mit den Abkiirzungen
H(r|r) = [K*(x[v) H@) K@, 1) dr,  (14a)
S(z]1) = [K*(r,v) K(¥, 1) dr, (14b)

Das Variationsproblem (13) fithrt nun zu einer
dquivalenten Integralgleichung fiir f, welche hier an
die Stelle der ScuropINGER-Gleichung (1) tritt.

[{H(z]T) - €S|} f(2) d' =0.

2 H. Karumasy u. M. Pister, Ann. Phys., Lpz. 2, 292 [1948] ;
3. 305 [1948] ; 4, 46, 90 [1948] ; Z. Phys. 126, 734 [1949].

(15)
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Gl. (15) muB fiir bestimmte f; und &; in I iden-
tisch befriedigt werden. Die Orthogonalititsbezie-
hung (4) nimmt jetzt fir die f; die folgende Form
an

[/ 1@ S(x|r) f(X) drdr’ =05

Die Behandlung der ScuropinGeEr-Gleichung ist jetzt
durch die Gl. (15) ersetzt worden, wobei H (I 1)
keine Differentialoperatoren enthilt, was besonders
bei numerischen Integrationen von Vorteil ist. Durch
geschickte Wahl von K (I, 1) kann man Einflu} auf
die Form von H(1|1) nehmen. Darauf soll spiter
noch eingegangen werden.

(16)

2. Symmetrieforderungen

Wir wollen nun untersuchen, auf welche Weise
Symmetrieforderungen an

Py (1) = [ fr(2) K(z,7) dT

im Integralausdruck erfiillt werden konnen. Von den
physikalisch relevanten Losungen ¥, aus (1) wissen
wir!, daB sie bestimmte Symmetrien hinsichtlich
einer Vertauschung der Koordinaten aufweisen.

Auch wenn ¥ nach (6) durch ein Naherungsverfah-

ren bestimmt wird, ist es giinstig, fir die den ¥y

(17)

entsprechenden Naherungsansatzen ¥'; das richtige
Symmetrieverhalten zu fordern, da man auf diesem
Wege bekanntlich leichter zu brauchbaren Néherun-
gen gelangt.

Angenommen, ¥ (oder Y~’k) erfiillt fir einen be-
stimmten Transpositionsoperator 7" die Relation

T¥,=1¥,, (18)
so folgt wegen (17), daB gilt
(i@ {T*K(z,v) FK(z,v) }dr=0. (19)

Unter den Moglichkeiten, die Forderung (19) zu er-
filllen, gibt es nur zwei, die hier interessant sind,
weil sie f(I) nicht in unertraglicher Weise einengen:

Entweder hat der Integrand antisymmetrisch be-
ziiglich der Anwendung von irgendeinem 7% zu sein,
oder die geschweifte Klammer muf} verschwinden.

Wir erhalten daher die folgenden Funktionsgleichun-

gen fiir f und K:

1) | beliebig  T*K+K=0 (20 a)

2) baw. T¢f= +f; TE{T‘KfK}= —{T'KfK},
Trf= —f; TH{T'KFK}=+{T"KFK}.

(20b)
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Gl. (20 a) besagt, dafl der Kern der Integraltrans-
formation (17) die gleiche Symmetrie wie ¥ be-
sitzen muf}, wenn (18) erfiillt sein soll. f kann in
diesem Falle beziiglich der Symmetrien beliebig ge-
wihlt sein.

Aus (20b) folgen zwei Bedingungsgleichungen
fir K

{T*T*—T:xT*F1} K=0, wenn T*¥ =+ ¥

und 2Lz
{TET‘—f—T’H_‘T‘il}K:O, wenn T" ¥V = -V,
(21b)

Dabei ist Gl. (21 a) dem symmetrischen ¥ zugeord-
net und das obere (untere) Vorzeichen bedeutet in
beiden Fillen, dal f symmetrisch (antisymmetrisch)
gewihlt werden muf.

Die GIln. (21 a,b) konnen neben der trivialen
Losung K =0 noch andere Lésungen enthalten,
denn die Operatoren

r {TgT‘—TEiT'il

TSPty ToLTeE] (22)

besitzen keine Reziproken. Verlangt man namlich
(@TET*+bT +cT +d)

“(@TET + BT +yT:+d0) =1, (23)

so sind, bei vorgegebenen a, b, ¢ und d, die folgen-
den Gleichungen zu losen:
aa+bf+cy+dd=1,
bataf+dy+cd=0.

e+ df oy Ebd=0, (24
datcf+by+ad=0,
deren Determinante
|abe d‘
D= .4y =8abecd+attbisct+dt (25)

debal —2{a®A+Eb*+d2 b+ d?
+a®d? +a® b%}

fir die Falle (22) verschwindet. Aus diesem Grunde
konnen die Operatoren L von (22) nicht in eindeu-
tiger Weise faktorisiert werden, so daf} sich die Be-
dingungen (21) fiir K(r,1r) auch nicht identisch
durch einfachere ersetzen lassen.

Man priift noch leicht nach, daB fiir alle £ in (22)
die folgende Operatorengleichung angegeben werden
kann.

(TET + B T+ T4+ ) L

=@+ +7+0)geml, (26)
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wenn von den Beziehungen

Tt¢Tr=1, T'Tr=1 (27)

Gebrauch gemacht wird und (a'+ 8 +% 4+ 6) sign
bedeutet, daB die Vorzeichen von a’, 8, " und ¢
auf der rechten Seite die gleichen sind wie sie fiir
die zugeordneten Operatoren in dem entsprechenden
L vorliegen. 7 ist das Vorzeichen des operatoren-

freien Gliedes in L.
Fir L=T*T*+T* —T*—1 zum Beispiel folgt aus
(26)
(TET 4+ B T +9' T+ 6') L
=(-d+8 -9y +8)L.
Eine fiir uns im folgenden zweckmifige Faktorisie-
rung der L sei in der Form angegeben

TET —T* (T*T 4+ T —2T5+2) (TET —1),
ot T | ={%(TIT‘—T‘—TE+1)(TET‘+1);
(28 a)
TET 4+ T (L (T*T"+T"+T:+1)(TET +1),
o ol | ={(TET‘+2T‘+TE+2)(T!T‘_1).
(28Db)
(28 a) und (28b) bedeuten, dafl die Forderungen
(21 a,b) an K(Z, 1) hinreichend durch die einfache-

ren Beziehungen
(T¥T*+1) K(z,1) =0,
(T¢T*—1) K(1,1) =0

erfiillt werden konnen.

(26 a)

(29 a)
(29 b)

3. Die verschiedenen Formen der GauBBschen
Integraltransformation

Unter einer Gaussschen Integraltransformation
wollen wir eine Transformation nach (17) verstehen,
deren Kern K(1,1) aus Funktionselementen aufge-
baut ist, die sich als normierte Gauss-Funktionen in
der folgenden Form schreiben lassen:

g1, L) = (%)3/4 e M)

Wir konnen im folgenden ohne Einschrankung der
Allgemeinheit 4 =1 setzen.

Um nun die Forderung (20a) (unteres Vorzei-
chen) zu erfiillen, kann K (I, 1) als Determinante

Ki(z, 1) =det{g(1i, L) } = O 6pm Pn Q g(1i, 1)

: ?(1,1)...1(1,1»)‘ y
: | H g(]:]) =g(ri,Zi') (31)

;J(”.l) <. g(n,m)

(30)
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angesetzt werden. In diesem Falle gilt allerdings

o T
auch fiir alle T T K= — K, (32)

so daf} von f(r) verlangt werden muf}, dal} es sich
nicht symmetrisch beziiglich irgendeiner Vertau-
schung T? erweist. Gleichzeitig erfillt damit Ky noch
die Forderung (29b), so daB} im Sinne von (28b)
und (20b) die Funktion f antisymmetrisch angesetzt
werden kann, wenn ¥ antisymmetrisch in zwei Ko-
ordinaten ist.

Wird dagegen der Kern in der folgenden Form

geschrieben: .
Ku=2 Pn [[8Gl3), (33)
m i=1
dann gilt fir das so konstruierte Ky
T'Ky =Ky, T*Kp=Ky.  (34a,b)

Unter Beriicksichtigung von (20 a) (oberes Vorzei-
chen) kann mit Kj; ein symmetrisches ¥ nach (17)
dargestellt werden, wobei zu beachten ist, dal} wegen
(34b) f nicht antisymmetrisch bei Anwendung ir-
gendeines T* sein darf. Die beiden Gln. (34) fiihren
zu (29b), so daB nach (28 a) und (20b) in speziel-
lem Falle die Funktion f symmetrisch sein kann.

Aus diesen Beispielen ist zu ersehen, dal mit
Kir (K;) nur (anti)symmetrische ¥-Funktionen
nach (17) darzustellen sind. Wollte man mit K;(Kyy)
ein (anti)symmetrisches ¥ beschreiben, so ergibt
sich der Integrand in (17) antisymmetrisch beziig-
lich einer Vertauschung T%, und ¥ verschwindet
identisch.

Wir wollen nun ein besonders giinstiges K (Z, )
auswihlen, um die Forderungen (18) an ¥ zu er-
fillen. Dazu setzen wir

KIII(& r) = G(Ea r) = H g(l: l) (35)
i=1
und finden fiir alle Paare T%, T"
(T*T*—-1) G(r,1) =0. (35 a)

Die Integraltransformation (17) mit K(1,1) nach
(35) kann somit als spezielle Form einer Gaussschen
Integraltransformation aufgefaBlt werden?®, die die
Forderungen (18) an ¥ nach (21) und (28) in
folgender Weise erfiillen kann:

T ¥ = + ¥ wird befriedigt, indem 7* f = +{,

Tt ¥ — — ¥ wird befriedigt, indem T* f = — f. (36)

3 S. W. Macnus u. F. OseruerTiNGER, Formeln und Sitze fiir
die speziellen Funktionen der mathematischen Physik, Sprin-
ger-Verlag, Berlin 1958, S. 185.
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Wegen der Einfachheit der Beziehungen (36) wollen
wir uns im folgenden auf die Gausssche Integral-
transformation mit einem K nach (35) festlegen,
zumal das reine Produkt der g(i,7) zu einer ein-
facheren Berechnung von H (1 | 1) und S(z ] ') nach
(14) fuhrt. Die spezielle Wahl von g(i,7), wie in
(30) angegeben, bietet dazu noch ganz besondere
Vorteile, da man von den Gauss-Funktionen zeigen
kann, daf} sich alle vorkommenden Mehrzentreninte-
grale unvergleichlich einfach berechnen lassen und
damit auch eine explizite Darstellung von H(1|1)
und S(1|1) moglich ist.

Die einzelnen Integrationen iiber die Terme des
Hamicton-Operators in (14) liefern *:

./g(ra g) g(r, Z’) dr = e—l/,(g—;')z = M(gs Z,) )

~% [g(r,p) 4g(r,1) dr
=3{3- (-0 M(L7) .
[e@n ) & (37)
=V2F(V2|I)—%(z+;’)|)M(x, £},
/g(n D gy g(r2,z ") g(r2, 1) dry dr,
=F (|3 +;)—2(s"+z’”)l)M(z, ) M(z",T)
(y kann ein von I und 1’ verschiedener Vektor sein),

wobei sich das Integral F (u) im wesentlichen als das

Fehlerintegral ergibt
u
2 /e_" de.
uy=
0

H(z|t) und S(glg’) lassen sich somit sehr leicht

Flu) = (38)

angeben. Ausfiihrlicher geschrieben stellen sich
S(z ’ 1) und H (1 |1’) so dar:
Salt) = [[M@.z) (39)
H(x|t) =SG|v) Hiz|D), (40)

wobei die Funktion ﬁ(g |1’) die folgende einfache
Form hat,

AHiz|t)=3n-1> @-1)?

i=1

. n N
_VQZZ F(V2|I)l—2(&+&)l)

i i

(41)

=1
2F(3@+r) 3@+,

4 C. C. Boys, Proc. Roy. Soc., Lond. A 220, 542 [1950]. —

C
H. Preuss, Z. Naturforschg. 11 a, 823 [1956].
L

5 L. Bort, Tables Numériques Universelles, Dunod, Paris
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wenn im zweiten Term iber alle Zentren )i sum-
miert wird.

Die Formel (41) zeigt, dal die Verwendung der
Gaussschen Integraltransformation zu sehr einfachen
Funktionen H(1|1") und S(z|1) fiihrt, wobei sich
in diesem besonderen Falle die Integration iiber den
1-Raum immer durchfiihren 1dBt und explizit an-
gebbare Ausdriicke liefert. Es ist bemerkenswert,
daB} bei einer Variation der Energie nach (3) und
(9) und bei Beriicksichtigung von (14) keine Dif-
ferentialoperatoren in den Integralen auftreten, was
besonders bei numerischer Integration der Integrale
n (13) giinstig ist. Ein weiterer nicht unbedeuten-
der Vorteil besteht darin, daB S(2|1") und H(x|1)
im ganzen I,1-Raum stetig und beschrinkt sind
und dal} sich in der H(g[;')-Funktion nach (40)
S(1|1) als Faktor abspalten lat.

An Stelle des singuldren Hamirron-Operators, der
in den konventionellen Methoden das jeweils vorlie-
gende Molekiil reprisentiert, ist nach Emfuhrung
der Gauss-Transformation die Funktion H(;I; 1)
getreten, die einfache analytische Verhaltensweisen
zeigt und im Endlichen beschriankt bleibt. Die an-
gegebenen Gleichungen gelten fiir eine beliebige An-
zahl von Elektronen und Zentren, so daB die hier
studierten Moglichkeiten beim Einfithren der Gauss-
schen Integraltransformation als guter Ausgangs-
punkt fiir Verfahren dienen konnen, die, im Gegen-
satz zu den konventionellen Verfahren, die Molekiil-
eigenschaften als Funktionen der Kernladungen und
Kernparameter betrachten wollen.

4. Die Behandlung der auftretenden Gleichungen

Wir wollen abschliefend nédher auf die Funktion
(38) und auf die Behandlung der auftretenden Glei-
chungen zur Berechnung der Energie und der ¥-
Funktionen eingehen.

Die Funktion F(u) in (38) ist zwar bequem aus
vorliegenden Tabellen zu entnehmen ®; es ldfit sich
aber dafiir eine einfache Abschiatzung angeben, die
den meisten Anspriichen geniigen diirfte, da iiber
F(u) bei der Energieberechnung integriert wird.

Man erhilt die Approximation

Flu)~ -2 (a,e 0" tae %)  (42)
V=

1947; Tables of the Error Function and of its first twenty
Derivations, Computation Laboratory, Harvard University,
University Press 1952.
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mit den Konstanten

a;=0,5152, a,=0,4848, b, = 0,60, b, = 0,05. (43)

Die folgende Tabelle gibt einen Vergleich der exak-
ten und der gendherten Werte von F(u) nach (42)
wieder:

| — | I | = |

u? iléilr[v‘(u)‘N'éherung i; u? ‘—I{Z'ZF(u),‘Nﬁherung
0,0 1,000 ‘ 1,000 | 4,0 0441 0,444
05 | 085 | 0855 45 | 0417 0,422
1,0 | 0747 | 0,744 5,0 0,396 0,403
15 | 0666 | 0659 | 55 0,378 0,387
20 | 0599 | 0,594 | 60 | 0,362 0,373
2,5 0,547 0543 | 6,5 0,348 0,361
3,0 0,504 0,502 | 7,0 0,336 0,349
3,5 0,469 0470 |

Bei Verwendung von mehr Gliedern in (42) wire
auch der Abfall fiir u>> 1, der in Wirklichkeit 1/u
ist, besser zu erhalten, doch ist zu bedenken, dal}
die Stellen u?> 1 energetisch belanglos sind, da
diese Falle nach (37) groBen Elektronenabstand
oder groflen Abstand der Elektronen von den Atom-
kernen bedeuten.

Fiir sehr genaue Rechnungen kann F(u) in der
folgenden Form angesetzt werden ©:

S w<31,
Za]-wf =

I P = _ 30—
F(u) ~F (u) = » w4
w u=3,1,

wobei F (u) mit der Genauigkeit
|F(u) —F(w)] £4:107%; 0<u< o (45)

approximiert wird. Die Koeffizienten a; haben in

diesem Falle die folgenden Zahlenwerte:
ay= +0,84270001, a4 = —0,07848160,
a;= +0,57015786, a; = —0,02565184,
ay= —0,16778274, ag = +0,03788288,
ag= —0,25060352, a4 = +0,00236288,
ay= +0,10478112, a, = —0,00824832.
as= +0,10125920,

Mit den hier angegebenen Abschitzungen fir F(u)
wiren dann die Integrale iiber H(x|1") und S(1|1")
in (13) zu berechnen. Setzt man f(I) als Linear-
kombination eines Funktionssatzes ¢,, an, dessen

6 K. Arrer u. H. Preuss (bisher unveroffentlicht). Man vergl.
dazu: H. Preuss, Integraltafeln zur Quantenchemie, Bd. IV,
Springer-Verlag, Berlin 1960.

L. HOFACKER UND H.PREUSS

Symmetrie etwa im Sinne der Gln. (20) festgelegt
werden kann,

M
(@ =2 Crnpn(1)

m=1

(47)

und variiert die C,, so, da} (3) erfiillt ist, so erhalt
man in bekannter Weise ein Sakularproblem

M
> Con(Hpe— S €) =05 k=1,..., M
m=1

det[Hyp — € Spr] =0,

(48)

aus dem sich die Naherungswerte fiir die Energie-
eigenwerte & und die zu jeder Niaherungslosung
f(x) gehorigen C,, bestimmen lassen. Die Matrix-
elemente in (48) haben hier die Form

Hyi= [@n" (1) H(z|T) i(r) dzdr’,
Sur=[¢*n(1) S(]1) (1) drd’

mit H und S nach (39) und (40).

Zur Behandlung der Integralgleichung (15) sei
folgender Weg vorgeschlagen: Man entwickelt
H(r|t) und S(x|1") nach einem vollstindigen,

orthonormierten Funktionensystem 2, (1)

(49)

H(t|t) = Zhn(x') 1n (1) (50a)

S(z|r) =an(§') 10 (2) (50b)
wobei sich &, und s, nach

ha(¥') = [H(Z|T) 1a(2) dz (51a)

(@) = [S@|T) ta(2) dz (51b)

ergeben.
Die Gln. (50), in (15) eingesetzt, liefern die
Summe

D@ [{Ra(X) —E50(1) @) A =0, (52)

deren einzelne Glieder, da die x, linearunabhéngig
sind, fiir sich verschwinden miissen.

@) - €@} () dr' =0, n=1,....

(53)
Von den unendlich vielen Bedingungen (53) an
(1) lassen sich in Niherung M erfiillen, wenn f(Z)
nach (47) angesetzt wird. Man erhilt dann wieder

ein Sakularproblem

M
D Co{tam—EBumy =0, n=1,....M, (54)
det{anm -& ﬂnm} =0, (54 a)
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dessen Matrixelemente die folgende Form haben:
Lpm = _/hn Pm dZ,, Brm = fsn Pm dg’ . (54b)

Wird nur ein einziges vollstindiges, orthonormales
Funktionssystem x,(%) zur Entwicklung der Funk-
tionen S(1|1), H(z|1') und f(") verwendet, dann
gilt, wie in (48) und (49), statt der Integralglei-
chung (15) das lineare Gleichungssystem:

Z (hnm’“ gsmn) Cm:()
mit  f(1) =D Cpn (¥
hom= [ [HE|T) 72(1) 2 (¥) dz dr’,
sm=[ [ S@|T) 12 (X) 2w (¥) dr dr,

und die Forderung einer nichttrivialen Losung von
(55) bedeutet
det {hypm—E sum} =0.

(55)

(56)

Da S(z|z) und H(z|Y') in I und ¢’ symmetrisch
sind [vgl. Gl. (14)], kann man eine wesentliche Ver-
einfachung bei der Losung von Gl. (15) erreichen.
Gelingt es, die Integralgleichungen

P,(1) =4, [S(z|T) Pu(r)) dY
Qu(1) =un [H(x|T) Qu(1) 1

zu losen, dann hat man in den P, (%) bzw. Q,(1)
orthogonale Funktionssysteme mit sehr giinstigen
Eigenschaften gewonnen, die wir im folgenden noch
normiert annehmen wollen.

Unter der Voraussetzung von Gl. (57) mit g, =P,
gilt dann

(57)
(58)

oder

Saly) =Y | P Pu(¥) (59
kY

und es folgt daraus

1
Snm == 6nm. .
A

n

(59 a)

519

An Stelle von (56) tritt jetzt die folgende Bedin-
gung:

det {4, hum— E Opm} =0. (60)
Geht man andererseits von den Losungen der Gl.
(58) aus und setzt wieder j, = Q) , so erhilt man die
Entwicklung

Hl) =Y -1 0:() 0@y,  (61)
T Mk

aus der eine diagonale h-Matrix erhalten wird

hnm= ’1“ 6nm . (61 3)
Un

Die dazugehorige Sakulardeterminante hat jetzt die
Gestalt

det {0, — € ty $ym} =0. (62)
Gl. (62) stellt eine besonders einfache Form der
Sékulardeterminante dar, da die Integrale A,,, nicht
mehr bestimmt werden missen und die Integrale
Sum leichter zu berechnen sind, weil sie nur S(z|2")
nach (39) enthalten.

Damit sind einige Wege aufgezeigt, wie man
durch Einfithrung einer Gaussschen Integraltrans-
formation die Behandlung des wellenmechanischen
Mehrteilchenproblems erleichtern kann. Es sei noch
einmal besonders hervorgehoben, daf} bei den hier
entwickelten Losungsmethoden die auftretenden In-
tegrationen an keiner Stelle bedeutende Schwierig-
keiten bereiten. Wir werden diese Untersuchungen
in einer spateren Arbeit fortsetzen, wo wir beson-
ders die Moglichkeiten fiir einfache Abschatzungen
der Energie priifen wollen.

Fiir Diskussionen und Hinweise mochten wir Herrn
Dr. W. Bmeer (Max-Planck-Institut fiir Physik und
Astrophysik) herzlich danken.



